Reconstruction de preuves pour les formules quantifiées et ensemblistes by Hurlin, Clément
HAL Id: inria-00212213
https://hal.inria.fr/inria-00212213
Submitted on 22 Jan 2008
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.
Reconstruction de preuves pour les formules quantifiées
et ensemblistes
Clément Hurlin
To cite this version:
Clément Hurlin. Reconstruction de preuves pour les formules quantifiées et ensemblistes. [Travaux
universitaires] 2006, pp.29-VII. ￿inria-00212213￿
▼é♠♦✐r❡
♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉




s♣é❝✐❛❧✐té ✓ ♠❛îtr✐s❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ✔
♣❛r
❈❧é♠❡♥t ❍✉r❧✐♥
❧❡ ✷✾ ❏✉✐♥ ✷✵✵✻
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s




















✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✹
✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✷ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✸ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ✾
✸✳✶ ❉❡s ❧❛♠❜❞❛s t❡r♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✸✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✸✳✸ Pr♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✸✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✸✳✺ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✶✹
✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✹✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ∀❋❖▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✹✳✷✳✶ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✹✳✷✳✷ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✹✳✷✳✸ ➱♣✐❧♦❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✹✳✸ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❋❖▲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✹✳✸✳✶ ❉✐✛ér❡♥t❡s s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✹✳✸✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷
✹✳✸✳✸ ➱♣✐❧♦❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✹✳✹ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❙❊❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✹✳✹✳✶ ❉✐✈✐s❡r ♣♦✉r ♠✐❡✉① ré❣♥❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✹✳✹✳✷ ❈♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✹✳✹✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✹✳✹✳✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✹✳✹✳✺ ❈♦♠♣❛r❛t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✷✾
❆ ❆♥♥❡①❡s ■
❆✳✶ Pr❡✉✈❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ■
❆✳✷ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ■■
❇ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❱
❘é❢ér❡♥❝❡s ❱■
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❡♥❝❛❞r❛♥ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r P❛s❝❛❧ ❋♦♥t❛✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥té✲
r❡ss❛♥t❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡s✱ ❆♠✐♥❡ ❈❤❛✐❡❜ ♣♦✉r s❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✐
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▲❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐❢s t❡❧s q✉❡ P❱❙ ❬❖❘❙✾✷❪✱ ❈♦◗ ❬❚❤❡✵✺❪ ♦✉ ■s❛❜❡❧❧❡
❬◆P❲✵✷❪ ♦♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ très ❧❛r❣❡✳ ■❧s ♥✬✐♠♣♦s❡♥t ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✜①é✮ ❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
❡st très ❡①♣r❡ss✐❢✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ✿ ♠✐s à ♣❛rt q✉❡❧q✉❡s str❛té❣✐❡s✱ ✐❧s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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P♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ■s❛❜❡❧❧❡✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é❝❧❛r❡r ✉♥ ❜✉t ❡t ❞❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ ❜✉t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✓ ❛ss✐st❛♥t ✔ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ■s❛❜❡❧❧❡ ♥✬❛
♣❛s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❞é❝❤❛r❣❡r ❞❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
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rè❣❧❡✱ s✐ ❡❧❧❡ ré✉ss✐t✱ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❣✉✐❞❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈✬❡st
✉♥ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ✓ ❡ss❛✐ ✲ é❝❤❡❝ ✔ ❢❛st✐❞✐❡✉① ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❛îtr❡
❝♦♠♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ rè❣❧❡s ■s❛❜❡❧❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛✲
t✐♦♥ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ✭✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❡t❝✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥ ♥♦✈✐❝❡ ❡♥ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✱ ❡t s♦♥ ❜✉t ♥✬❡st ♣❛s ❞❡
❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❡①♣❡rt ❞✉ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡r s♦♥ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡
♣r❡✉✈❡✳
■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s très ❡✣❝❛❝❡s✳ ❉❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s
❛♥♥é❡s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❙❆❚✮
s❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡s ❡t ❧❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ✭❛✈❡❝ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✮ ❡♥ ♦♥t ♣r♦✜té✳ P❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ♣r♦✉✲
✈❡✉rs ❙▼❚ ✲❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧♦ t❤❡♦r✐❡s✲ ❬❘❚✵✺❪✳ ❈❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ❞ét❡r♠✐♥❡♥t
❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
✭t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♦✉ ❞❡s ❧✐st❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❡t ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❙▼❚ ❡st ré❞✉✐t❡ ❛✉ str✐❝t ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à
❧❛♥❝❡r ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✉r ✉♥ ✜❝❤✐❡r t❡①t❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♦♥ s❛✐t ❥✉st❡ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♦✉
✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ✭❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡
❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✮✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ét❛♣❡s ré❛❧✐sé❡s✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ s♦♥t ❛✉① ❛♥✲
t✐♣♦❞❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐❢ t❡❧ q✉❡ ■s❛❜❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♥❡
s❛✐t ♣❛s q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥ s❛✐t ❥✉st❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐❢s
♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧✐❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿ ❞✬✉♥ ❝ôté ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ r✐✲
❝❤❡ss❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♦♥ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞❡
❧✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✉✈❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ ❞é❥à été ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ✭✈♦✐r ❬❍✉r✾✾✱ ◆❇❍✵✵❪✮ ♠❛✐s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛✈❛✉① ❝✐tés✱ ♥♦✉s ✉t✐✲
❧✐s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥
tr❛✐t❡ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ét✉❞✐é✳
❉❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ■s❛❜❡❧❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦r✐❡s s♦♥t ♣ré❞é✲
✜♥✐❡s ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❩❋✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❋❖▲ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
✸
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❍❖▲✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❥❡ ♣❛r❧❡r❛✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✿ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
■s❛❜❡❧❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ st②❧❡ ▲❈❋✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❡st ❛ss✉ré ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ♥❡ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ rè❣❧❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ✐❧ ✓ s✉✣t ✔ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s
rè❣❧❡s✱ ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❛ été ✐♠♣❧❛♥té❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
❈❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❞é❧é❣✉❡r ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲
à ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❬▼◗Pss✱ ❍✉r✾✾❪✮ ✿ ❤❛❘❱❡②✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❞♦♥♥❡✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❤❛❘❱❡② t❡❧ q✉❡❧ ♠❛✐s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✓ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✔ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❈✬❡st✲à✲
❞✐r❡ q✉❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✈❛ ❞é❧é❣✉❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❤❛❘❱❡② ♠❛✐s ✉♥❡
❢♦✐s ❝❡❧❧❡✲❝✐ tr♦✉✈é❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❛ r❡❥♦✉❡r ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st
❡♥t✐èr❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡t t♦✉t ❡st ❝❡rt✐✜é ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉
❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞❡✈♦✐r ❡ss❛②❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s à ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧
s✉✣r❛ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♥♦tr❡ rè❣❧❡ q✉✐ s❡r❛ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ s✉r♣r❡♥❛♥t❡ ♣♦✉r
✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❢♦✉r♥✐t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛❝✐❧✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s t❛❝t✐q✉❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣ré✈✉❡s ♣♦✉r ❞é❝❤❛r❣❡r ❞❡s
♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s très ❧❛r❣❡s✳ ■♥té❣r❡r ❤❛❘❱❡② à ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♣❡r♠❡t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ r❛❝❝♦✉r❝✐r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
❯♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡①✐st❡ ❞é❥à ❡♥tr❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡t ❤❛❘❱❡②✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬❡♥✈♦②❡r à ❤❛❘❱❡② ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡
♣ré❞✐❝❛ts ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❢r❛❣✲
♠❡♥t très ❡①♣r❡ss✐❢✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
♣❧✉s r✐❝❤❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ été ré❛❧✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣r❛❞✉❡❧❧❡ ✿ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛ été
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣✉✐s ❞❡s ❢♦r✲
♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ♠♦❞✐✜❡r ❤❛❘❱❡② ❡t à é❝r✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
str❛té❣✐❡s ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t s✉✐t ❝❡tt❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❥❡ ❞é❝r✐s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ◗❋✲
❋❖▲ ✭❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts
♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✮✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❥✬❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❊❚ ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❋❖▲ ✭❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✮✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹ ❡st
❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❏❡ ♣rés❡♥t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ∀❋❖▲ ✭❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r
❡①✐st❡♥t✐❡❧✮✱ ❋❖▲ ♣✉✐s ❙❊❚✳ ❏❡ ❞é❝r✐s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝❡✲
❞❡♠♠❡♥ts ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥té✳
✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
▲❡ ❜✉t ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❤❛❘❱❡② ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛
✹
■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ F























❋✐❣✳ ✶ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡
❢♦r♠✉❧❡ q✉✬♦♥ ❧✉✐ ♣❛ss❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❖r ♦♥ s❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❡♥tré❡ à ■s❛❜❡❧❧❡✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ⊢ F ✱
♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ¬F ⊢⊥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥✈♦②❡r ¬ F à
❤❛❘❱❡②✳
❙✐ ❤❛❘❱❡② r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱ F ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱ ❧❛
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉✳ ❙✐ ❤❛❘❱❡② r❡♥✈♦✐❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✱
✐❧ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✷ ♣❛❣❡ ✺✮✳ ❈❡tt❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s
❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr♦✉✈é❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦r♠✉❧❡s C1 . . . Cn✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❤❛❘❱❡② ❞♦♥♥❡ ❧❡s
ét❛♣❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❤❛q✉❡ Ci✳
❈❤❛q✉❡ t❤é♦rè♠❡ ⊢ Ci ❡st ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛❝❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❤❛❘❱❡②✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ⊢ C1✱ ✳ ✳ ✳✱ ⊢ Cn✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿ ¬F,C1, . . . , Cn ⊢ ⊥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥❡ r❡q✉✐❡rt q✉❡
❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷✳ ❉❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ✸ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ⊢ F ✳
✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡r♠❡s ✭❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❝❡s t❡r♠❡s✳
❉❡✉① t❡r♠❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡
❧❡✉r é❣❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ✐♥✐t✐❛❧✳
◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉①✳ ❯♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐ttér❛✉① ♣❡✉t êtr❡ ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t
s✐ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡✉① ❧✐ttér❛✉① ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛r✲
❣✉♠❡♥ts ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ {a =
b, p(a),¬p(b)} ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐s✲é❣❛❧✐té ❡♥tr❡
❞❡✉① t❡r♠❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s {a = b, f(a) 6= f(b)}✳
✺
❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✉ ❢✉r ❡t à
♠❡s✉r❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s✳ ■♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡s
♣❛rt✐t✐♦♥s s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡t
❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✿ a = b =⇒ f(a) = f(b)✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬❋▼▼+✵✻❪✱
♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥ tr♦✐s rè❣❧❡s ✿ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❈✱ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t s②♠étr✐❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥t ✿ {a, b, c, f(a), f(b), f(c)} ❡t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t ✿ {a = b, f(b) = f(c)}✳ ❖♥ r❡❧✐❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✲




P✉✐s s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ a = b ❡t f(b) = f(c)✱ ♦♥ ❛ ✿
a b c
f(a) f(b) f(c)





❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s a = b ❡t f(b) = f(c)✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ♦❜t❡♥✐r
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ f(c) ❡t f(a) ✐❧ ❢❛✉t s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥ts✳ ❯♥ ❛r❝ s✐♠♣❧❡ s♦✉s ❡♥t❡♥❞ q✉✬✐❧ ❛ été ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✉♥
❛r❝ ♠❛rq✉é ❞✬✉♥ ❈ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r
❞✬✉♥ ❛r❝ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ s✐
❧✬❛r❝ ❡st ♠❛rq✉é ❞✬✉♥ ❈✳
■❧ ❛ été ✈ér✐✜é q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞♠❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s H✮ ✿
✕ H ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳
✕ ■❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
✕ ▲✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱
s②♠étr✐❡ ❡t ré✢❡①✐✈✐té ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉① ♥÷✉❞s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡
❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡t à ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳
✻
❈♦♠♠❡ ❤❛❘❱❡② ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr♦✉✈é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✜♥❛❧✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s rè❣❧❡s ✭tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ s②♠étr✐❡✱ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡t ré✢❡①✐✈✐té✮ à ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ▲✬ét❛♣❡ tr♦✐s ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡
❞♦♥❝ à r❡❥♦✉❡r ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✷ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷







tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡oo
❋✐❣✳ ✷ ✕ ➱t❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✷✳✷ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡
❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s❛♥s q✉❛♥✲
t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
x = y ∧ [f(x) 6= f(y) ∨ (¬p(x) ∧ p(z))] ✭✶✮
❯♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s
❛t♦♠❡s ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
p1 ∧ [¬p2 ∨ (¬p3 ∧ p4)] ✭✷✮
♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s p1✱ p2✱ p3 ❡t p4 r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛t♦♠❡s x =
y✱ f(x) = f(y)✱ p(x) ❡t p(z)✳ ❈❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❛ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✿
{p1,¬p2} ❡t {p1,¬p3, p4}✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ q✉✐ r❡♥❞ ✈r❛✐ p1 ❡t r❡♥❞ ❢❛✉① p2✱
♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✶✮ ❝❛r ✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
x = y s♦✐t ✈r❛✐ ❡t q✉❡ f(x) = f(y) s♦✐t ❢❛✉①✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t
♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ ✭✶✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✭✶✮ ❝❛r {x = y,¬p(x), p(z)} ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦✲
❧é❡♥♥❡ q✉✐ s♦✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✮
❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
❆ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡♥ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉r❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ t♦✉s s❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❜str❛✐ts✳
❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❙♦✐❡♥t A1, . . . , An t♦✉s s❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❜str❛✐ts✳ ❆❧♦rs ❧❛
✷♦ù ◗❋✲❋❖▲ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡t ♦ù
❈❈ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳
✼
✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ′ = A1 ∧ · · · ∧ An ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣✉✲
r❡♠❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ F ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ′ ❡st
s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉
♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷ ❡st ❝♦rr❡❝t✳
✷✳✸ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t
❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❤❛❘❱❡② ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✭❝♦♠♠❡ é❝r✐t ❞❛♥s ❬❋▼▼+✵✻❪✮✳ ■❧ ❡st ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❤ér✐té ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✮✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❤❛❘❱❡② ❣é♥èr❡ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡





❡t q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✿
❈❖◆❋▲✿ ❁❢♦r♠✉❧❡❃
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦t ❝❧é ❈❖◆❋▲ ❡st ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❆✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r
❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❝❧é✱ r❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❡♥✈❡rs✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts q✉❛♥❞
♦♥ r❡♠♦♥t❡ ✈❡rs ❧❡s ❛①✐♦♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s séq✉❡♥ts ♣ré❝é❞❛♥t ❧❛
❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ✿
l1 : C11, . . . , C1k1 ⊢ B1
✳✳✳
✳✳✳
ln : Cn1, . . . , Cnkn ⊢ Bn
✭♦ù ❝❤❛q✉❡ ❧❛❜❡❧ li ❡st s♦✐t ❚❘❆◆❙✱ ❈❖◆●❘✱ P❘❊❉ ♦✉ ■◆❊◗✮✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r séq✉❡♥t
é♥♦♥❝❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭B1 ❡st ⊥✮✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ séq✉❡♥t i
✈ér✐✜❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡✉rs ♥é❣❛t✐♦♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ séq✉❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ✿ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Cik ❞✉ séq✉❡♥t i ✐❧ ❡①✐st❡ Bj ✱ ❛✈❡❝ j > i t❡❧ q✉❡ Cik = Bj ✳ ▲❛ ❝❧❛✉s❡
❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❛r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❞ér✐✈❡r ⊥✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥t ❡st ❞é♠♦♥tré✳ ▲❡ ♠♦t ❝❧é
♣ré❝é❞❡♥t ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥t ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r✳
✶✳ ▲❡ ♠♦t ❝❧é P❘❊❉ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ séq✉❡♥t ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣✉✐s
♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
s = t, Ps,¬Pt ⊢⊥
✷✳ ▲❡ ♠♦t ❝❧é ■◆❊◗ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ séq✉❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t♦✐r❡s ✿
s = t, s 6= t ⊢⊥
✸✳ ▲❡ ♠♦t ❝❧é ❚❘❆◆❙ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ séq✉❡♥t ❡st ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ré✲
✢❡①✐✈✐té✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳
✽
✹✳ ▲❡ ♠♦t ❝❧é ❈❖◆●❘ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ séq✉❡♥t ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝✉rr②✜és✱
♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r✐té ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
❝♦♥s✐❞érés ✿
x = y ⊢ f x = f y
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❊♥ ❧❛♥ç❛♥t ❤❛❘❱❡② s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
a = f a ∧ f a = f (g b) ∧ f (g b) = g (f a) ∧ g b = g (g a) ⊢ a = g b,
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t q✉✐ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♠❛✐s ❡♥ ❢♦r♠❡ ❈◆❋✳
▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❞✐s✲é❣❛❧✐tés ❡♥ ❣r❛s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s
❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❞✐s✲é❣❛❧✐tés r❡st❛♥t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡s séq✉❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳
■◆❊◗ ✿ a = g b, a 6= g b ⊢⊥
❚❘❆◆❙ ✿ a = f a, f a = f (g b), f (g b) = g (f a),
g (f a) = g (g a), g b = g (g a) ⊢ a = g b
❈❖◆●❘ ✿ f a = g a ⊢ g (f a) = g (g a)
❚❘❆◆❙ ✿ g (f a) = g a, f (g b) = g (f a), f a = f (g b) ⊢ f a = g a
❈❖◆●❘ ✿ a = f a ⊢ g (f a) = g a
❈❖◆❋▲ ✿ a = g b ∨ a 6= f a ∨ f a 6= f (g b) ∨ f (g b) 6= g (f a) ∨ g b 6= g (g a)
❋✐❣✳ ✸ ✕ ❚r❛❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t
✸ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❤❛❘❱❡②
s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❞é❝r✐t
❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t Ap t❡❧ q✉❡ a ∈ A ⇔ Ap(a) ✭❛✜♥ q✉❡ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s♦✐t
❝❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t Ĕ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✮✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ♦♥
♣❡✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ a ∈ A \ {b} ⇔ Ă(a) ∧ a 6= b✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❛✐♥s✐ ✿
❋♦r♠✉❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ✭❙❊❚✮
↓






❋♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❋❖▲✮✳
✾
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
à ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ P ❡t Q s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱
P = Q⇔ ∀x.
[
P (x) = Q(x)
]
✳
✸✳✶ ❉❡s ❧❛♠❜❞❛s t❡r♠❡s
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞és✉❝r❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧✐st❡s ♣❛r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡
❝❡❧❧❡✲❝✐ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭réé❝r✐t✉r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✮✳





❙♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊆ F −→
(
λPQ. ∀x. P (x) ⇒ Q(x)
)
(E,F )
❙♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊂ F −→
(
λPQ. (∀x. P (x) ⇒ Q(x)) ∧
str✐❝t (∃x. ¬P (x) ∧Q(x))
)
(E,F )
❊❣❛❧✐té E = F −→
(
λPQ. ∀x. P (x) = Q(x)
)
(E,F )
■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ E ∩ F −→
(
λPQ. λx. P (x) ∧Q(x)
)
(E,F )
❯♥✐♦♥ E ∪ F −→
(
λPQ. λx. P (x) ∨Q(x)
)
(E,F )
❉✐✛ér❡♥❝❡ E \ F −→
(
λPQ. λx. P (x) ∧ ¬Q(x)
)
(E,F )
❊①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ {a1, . . . , an} −→ λx. (x = a1 ∨ · · · ∨ x = an)
∅ ∅ −→ λx. ⊥
Ω Ω −→ λx.⊤
❊①❡♠♣❧❡ ✿
❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s s♦♥t s♦✉❧✐❣♥é❡s ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❛ ❧❡ttr❡ ❉ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡
réé❝r✐t✉r❡✱ ✉♥ β ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❊ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✿
A \ {a, b} ❂ B∩C ❉ ❉




(B, C) ❉ β
(
λPQ.λz.P (z) ∧ ¬Q(z)
)(
A, λx.(x = a ∨ x = b)
)
= λy.B̆(y) ∧ C̆(y) β
λz.Ă(z) ∧ ¬λx.(x = a ∨ x = b)(z) = λy.B̆(y) ∧ C̆(y) β
λz.Ă(z) ∧ (z 6= a ∧ z 6= b) ❂ λy.B̆(x) ∧ C̆(y) ❊
∀w.
[(

















❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❊ ❝♦♥✈❡rt✐t ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st
❜✐❡♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❯♥ ❞ét❛✐❧ à ♥♦t❡r ❡st q✉✬❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❡t ❧❛✐ss❡♥t ♣❧❛❝❡ à ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t
❞✉ ♠ê♠❡ ♥♦♠✳ ❏❡ ❧✬♦♠❡ts ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t t♦✉❥♦✉rs ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❡s
s②♠❜♦❧❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts s♦✐❡♥t é✈✐tés✳
❊♥✜♥ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ✐♠♣♦s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✶✵
♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿
C = {A,B} ❛✈❡❝ A ❡t B ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s











C̆(y) = (y = Ă ∨ y = B̆
)
]
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝❛r ♦♥ q✉❛♥t✐✜❡ s✉r y q✉✐ ❡st
✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳
✸✳✷ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞✬❡♥tré❡
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐èr❡
♦r❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✱ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ✿
✕ V ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✱❜✱❝✮✳
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st F ✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
f(x1, . . . , xn) ♦ù x1, . . . , xn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ f ∈ F ❡t f ❞✬❛r✐té n✳
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❡st P✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
P (x1, . . . , xn) ♦ù x1, . . . , xn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❡t P ∈ P ❡t P ❞✬❛r✐té n✳
✕ E ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❆✱ ❇✱ ❊✮✳
❘❡♠❛rq✉❡s ✿ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✉❤❛✐té❡s✱ ♦♥
✐♠♣♦s❡ q✉❡ V ❡t E s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ P ❡t E s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭●r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
✓ ❋❖▲ ✔✮✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❇ ::= ∀x. B | ∃x. B | P | t1 = t2 | B ∧B | B ∨B | B −→ B | ¬B
♦ù t1 ❡t t2 ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ P ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré✲
❞✐❝❛ts ❡t x ♣❛r❝♦✉rt V✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭●r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✓ ❙❊❚ ✔✮✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❇ ::= ✈ ∈ E | E ⊆ E | E ⊂ E | E = E
::= F | B ∧B | B ∨B | B −→ B | ¬B
❊ ::= e | E ∩ E | E ∪ E | E \ E | {t1, . . . , tn} | ∅ | Ω
♦ù F ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲✱ e ♣❛r❝♦✉rt E✱ v ♣❛r❝♦✉rt V ❡t ♦ù t1, . . . , tn
♣❛r❝♦✉r❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s
∀x. B ❡t ∃x. B✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ x ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭x ∈ V✮✳ ❉❡
♠ê♠❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ {t1, . . . , tn} ❞✉ t❡r♠✐♥❛❧ E ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♠♠❡ {A,B,C} ❛✈❡❝ A,B,C ∈ E ✭❝❛r t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮✸✳
✸❉✬♦ù ❧✬✐♥térêt q✉❡ V ❡t E s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳
✶✶
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ = ❡st ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✳
■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ♦✉ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✸✳✸ Pr♦♣r✐étés
▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ✭t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡✮✳ ❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✸✳✷✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ à F t❡r♠✐♥❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ q✉✐ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❛ss♦❝✐❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ∈, ∅,Ω, {. . .},∩,∪,⊆,⊂ ❡t \ q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿
P♦✉r t♦✉t❡ rè❣❧❡ R : l −→ r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✱
σ(l) > σ(r)✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ✭❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❙♦✐t F ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❢♦r♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✸✳✸✳
✭✐✮ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ′ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t F à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✸✳✶ t❡r♠✐♥❡ ❡t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳
✭✐✐✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té s✉r F ′
t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ′′ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❝❢✳ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❆✳✶ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ 
✸✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣❛r❧❡r
❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞é❝r✐t ❡♥ ✸✳✷✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❙❊❚ ❞❛♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❋❖▲✱ ♦♥ ♥❡
❞é✜♥✐t ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ✭❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❬●▲✵✶❪✮ q✉❡ ♣♦✉r ❋❖▲✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❛❢❢❡❝t❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ DI ✱ ❛♣♣❡❧é ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ♠✉♥✐ ✿
✭✐✮ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ■✭❢✮ ❞❡ DmI ✈❡rs DI ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢
❞✬❛r✐té ♠✳
✭✐✐✮ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ■✭P✮ ❞❡ DmI ✈❡rs {⊤,⊥} ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t
P ❞✬❛r✐té ♠✳
❯♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ρ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ V ✈❡rs DI ✳
✶✷
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❙é♠❛♥t✐q✉❡✮✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❋❖▲ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✿
✭✐✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ρ✱ ρ[v/x] ❡st ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
② ❛✉tr❡ q✉❡ ① ✈❡rs ρ(y) ❡t ① ✈❡rs ✈✳
✭✐✐✮ ❉❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ■✱ ❡t ♠♦❞✉❧♦ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ρ✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❡t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
✕ [[x]]Iρ = ρ(x)
✕ [[f(t1, . . . , tn)]]Iρ = I(f)([[t1]]Iρ, . . . , [[tn]]Iρ)
✕ [[P (t1, . . . , tn)]]Iρ = I(P )([[t1]]Iρ, . . . , [[tn]]Iρ)
✕ [[¬P ]]Iρ =⊥ s✐ [[P ]]Iρ = ⊤,⊥ s✐♥♦♥✳
✕ [[P ∧Q]]Iρ = [[P ]]Iρ ❡t [[Q]]Iρ
✕ [[P ∨Q]]Iρ = [[P ]]Iρ ♦✉ [[Q]]Iρ
✕ [[P −→ Q]]Iρ = ¬[[P ]]Iρ ♦✉ [[Q]]Iρ









❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❱❛❧✐❞✐té ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮✳
✭✐✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❛❢✲
❢❡❝t✐♦♥✮✳
✭✐✐✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✳
✸✳✺ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s λ✲t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞✬❛r❜r❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♠❛♥✐♣✉❧és✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t ✕ ❛ ♣r✐♦r✐ ✕ ❞❡ s❛✈♦✐r
❝♦♠♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✈❛ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱
(λp. p ∨ p )
(
(λp. p ∨ p) φ
)
<β (λp. p ∨ p) φ ∨ φ
<β φ ∨ φ ∨ φ ∨ φ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
φ ❛♣♣❛r❛ît ❞és♦r♠❛✐s q✉❛tr❡ ❢♦✐s. . .
❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡
q✉✬❡♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✷ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 22 ∗ n ✭❛❧♦rs q✉❡
❧✬❛r❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❛✐t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à n+8✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❛♣rès β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (4 ∗m) + n ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2m ∗ n ✿
(λp. p∨p) ❛♣♣❛r❛ît n ❢♦✐s
︷ ︸︸ ︷
(λp. p ∨ p)
(
(λp. p ∨ p) . . . (λp. p ∨ p) φ
)
<∗β φ ∨ · · · ∨ φ ✐❝✐✱ φ ❛♣♣❛r❛ît 2
n ❢♦✐s. . .
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥❥❡❝t✉ré q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❆✳✷ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✮✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡
✶✸
❢♦r♠✉❧❡ ❙❊❚ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st
O(n2✮✳
✹ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧✐st❡s ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ❖r ❧❛
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸ ♣❡r♠❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❞é❝✐❞❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❤❛❘❱❡② ❞é✲
❝❤❛r❣❡ ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✿
✶✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭◆◆❋✮✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥
♣♦✉ss❡ ❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❧❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❡rs ❧❡s ❛t♦♠❡s✹✳
✷✳ ▲❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s s♦♥t r❡t✐rés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡
s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥✳
✸✳ ▲❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s s♦♥t tr❛♥s❢♦r♠és ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✐tté✲
r❛✉①✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ∀ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✸✳✼✮✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❡r❜r❛♥❞✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❬❋♦♥✵✹❪ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ✭❍❡r❜r❛♥❞✮✳ ❙♦✐t φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x1 . . . xn.ψ✱
♦ù ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❆❧♦rs φ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥t✐❡r k✱ ❡t k ✐♥st❛♥❝❡s❛ ❝❧♦s❡s ψσ1, . . . , ψσn t❡❧❧❡s q✉❡ ψσ1 ∧ · · · ∧ ψσn s♦✐t
✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
❛▲❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ❤❛❘❱❡② ❤ér✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳
◗✉❛♥❞ ❤❛❘❱❡② r❡ç♦✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ′′ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ✐❧ s✉♣♣r✐♠❡
❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ♣❛r s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦♥ ♦❜t✐❡♥t F ′✮✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝❧♦s❡s✳
❆ ❝❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡
❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♥♦♥ ✐♥t❡r♣rétés ❡t ❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ♠❛✐s
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✭❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ◗❋✲❋❖▲✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❧❛
s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ F ✳ ❇✐❡♥ sûr ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡
❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s t❡r♠✐♥❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧✐♠✐t❡s s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐t r❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳
❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ t❡r♠✐♥❡r❛ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❖♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❛✈♦✐r s✐ ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✹❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ∀❋❖▲✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡ s②♠❜♦❧❡ ¬ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ◆◆❋✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs
✉♥✐✈❡rs❡❧s✳
✶✹
♣r♦✉✈❡ F ′′ ✿
F ′ ✿❂ s❦♦❧❡♠ F ′′
♥ ✿❂ ✵
r❡s ✿❂ ✓ ✔
t❛♥t q✉❡ r❡s 6= ✓ ✉♥s❛t ✔ ❡t r❡s 6= ✓ s❛t ✔ ✿
F ✿❂ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ✭n✱ F ′✮
r❡s ✿❂ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ F
n ✿❂ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭♥✱ F ′✮
s✐ r❡s ❂❂ ✓ s❛t ✔ ❡t ♥ ❂❂ ✵
❛❧♦rs r❡s ✿❂ ✓ s❛t ✔
s✐ r❡s ❂❂ ✓ s❛t ✔ ❡t ♥ 6= ✵
❛❧♦rs r❡s ✿❂ ✓ ♥❡ s❛✐s ♣❛s ✔
●râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ s❦♦❧❡♠ ✔ ✱ ♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✳
❆✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ✔ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦ù ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❝❧♦s❡s ✭♠❛✐s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♥✬❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s été r❡♣rés❡♥té ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✮✳
❆✈❡❝ ✓ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✔ ✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥s✲
t❛♥❝❡s ❝❧♦s❡s à r❛❥♦✉t❡r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ✭❡t s✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♥✈♦✐❡
③ér♦✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✈❛ t❡r♠✐♥❡r✮✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ s✐ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❛ été ❞ér✐✈é❡ ♦✉ s✐ ❧❛
s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❛ été ❞ér✐✈é❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ♣❧✉s ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s à ❢❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r✲
♥✐èr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❈♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ré✲
s♦✉❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❥❡ ❞é❝r✐s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
❊♥ rés✉♠é✱ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ❚r❛❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞✬❡♥tré❡ ✭❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❙❊❚✮ ❞❛♥s ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲✳
✷✳ ▼❡ttr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ◆◆❋
✸✳ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✳
✹✳ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ✭❡♥ ❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛♥t✮✳
✺✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭❛❜ré✲
✈✐é ❡♥ ❈❈ ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✮✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦✉t✐❧ ❛✉✲
t♦♠❛t✐q✉❡ ❤❛❘❱❡② ❡t ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❣râ❝❡ à ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❤❛❘❱❡② ❡st
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r r❡❥♦✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ t♦✉t ❞é❧é❣✉❡r à ❤❛❘❱❡②✳
✹✳✷ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ∀❋❖▲
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡r✲
s❡❧s ✭❢r❛❣♠❡♥t ∀❋❖▲✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❤❛❘❱❡② ♣✉✐s
















tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡oo
❋✐❣✳ ✹ ✕ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ∀❋❖▲
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ✐♥t❡r❛❝t✐❢✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝❧❛r❡r
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ✉♥ ❜✉t ♣✉✐s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡ ❜✉t✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts
❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡st très ❢♦✉r♥✐✳ ❊♥ ❡✛❡t ♠ê♠❡ s✐ t♦✉t r❡♣♦s❡ s✉r ♣❧✉s ❞✬✉♥❡
❞♦✉③❛✐♥❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✓ ❞❡ ❜❛s❡ ✔ ✱ ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❡①✐st❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s rè❣❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t
t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬♦♥
✈❡✉✐❧❧❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ✿
a = b ∧
(
(P ∧ ¬Q) ∨ f a 6= f b
)
⊢ ⊥✺ ✭✸✮
❖♥ ✈♦✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
Γ, x = y ⊢ ∆
Γ, f x = f y ⊢ ∆
à a
❡t b✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❞♦✐t ❞é❥à s✬♦❝❝✉♣❡r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳
■❧ ❢❛✉t é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ♣✉✐s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ✭é❝r✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✱ à
❧✬❡♥✈❡rs✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
a = b;P ∧ ¬Q ⊢ ⊥ a = b; f a 6= f b ⊢ ⊥
∨e
a = b; (P ∧ ¬Q) ∨ (f a 6= f b) ⊢ ⊥
∧e
(a = b) ∧
(
(P ∧ ¬Q) ∨ (f a 6= f b
)
) ⊢ ⊥
❙❡✉❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❝❡s ét❛♣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡♥s❡r q✉❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
r❡♠♣❧❛❝❡r ∀x.x = a ♣❛r a = a ∧ b = a s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st {a, b}✮✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❣ér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ét✉❞✐é❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝✬❡st ✐♥✉t✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t
✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛ ♣❧✉s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉❝✉♥
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❝❛r ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ∀❋❖▲✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥
❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✷ ✭❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ✐♠♣❧❛♥té ❞❛♥s
■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✱ ❝❢✳ ❬❲❡❜✵✺❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très
s✐♠♣❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥
✺■❝✐ ❡t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ♥♦té❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✬■s❛✲
❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s à
✷✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ f(x, y, z) ❡st ♥♦té f x y z✳
✶✻
❝♦♠♣t❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡t ❞és✉❝r❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ✿
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❧✐ttér❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿ ∀x.P x✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❝❡ ❧✐ttér❛❧ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♦ù✱ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s②♠❜♦❧❡
❞❡ têt❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣r❡♥♥❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱
✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
∧
v∈DP
(∀x. P x) −→ P v à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
F ✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❢❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st
❝♦rr❡❝t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
a 6= b ∧
(













(∀x. [x = a]
︸ ︷︷ ︸
B
−→ a = a
︸ ︷︷ ︸
C
) ∧ (∀x. [x = a]
︸ ︷︷ ︸
B




❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛tt❡♥❞❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡ ❝❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜♦♦✲
❧é❡♥♥❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❜str❛✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t ♥✐
¬A ∧ (P ∧ ¬P ) ∧ (B −→ C) ∧ (B −→ A)
♥✐
¬A ∧B ∧ (B −→ C) ∧ (B −→ A)
♥❡ s♦♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡s✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✱ ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♣❡✉t
êtr❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡
r❡✜♥❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st
✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
✹✳✷✳✶ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❄
▲❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é❝r✐t ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✷✳✸ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❧✉s✳ ❊♥





♦ù ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦ts ❝❧és ❚❘❆◆❙✱ ❈❖◆●❘✱ P❘❊❉✱ ■◆❊◗ ♦✉ ❈❖◆❋▲ ❡t
♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡ ❜✉t s♦♥t ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✭❝❢✳ ✷✳✸✮✳
❉és♦r♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❛✉① ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s✱
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ∀x. [x = a] −→ a = a ❡t ∀x. [x = a] −→ a = b✳ P♦✉r
❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ s✐♠♣❧❡ ✜❝❤✐❡r
t❡①t❡ ✭q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛♥❛❧②s❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ✓ à ❧❛ ♠❛✐♥ ✔ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡
✻◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞❡ ❍❡r❜r❛♥❞ ❡st {a, b}✳
✶✼
✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ♠❛✐s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞✉ ❝♦❞❡ ▼▲✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧✐❣♥❡✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❝❤❛r❣❡r ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❡✉r ▼▲ à ❧❛ ✈♦❧é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ▼▲ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♠❛✐s s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t é❝r✐t❡s
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ▼▲ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ▲❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛





▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✈❴♣r♦♦❢❴❝♦♥❣r r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ (❜✉t, (rè❣❧❡, t❡r♠❡)∗) s❛✉❢ q✉❡
❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t é❝r✐ts ❡♥ ▼▲ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳
▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✈❴♣r♦♦❢❴✐♥st ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r r❡❥♦✉❡r ❧❡s
✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s✳ ❙♦♥ t②♣❡ ▼▲ ❡st (❚❡r♠✳t❡r♠∗❚❡r♠✳t❡r♠) ❧✐st ♦ù ❚❡r♠✳t❡r♠ ❡st
❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡
a 6= b ∨ f a = b ∨ g b 6= fa ∨ ∃x. b 6= g x
♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ✿
a = b ∧ f a 6= b ∧ g b = fa ∧ ∀x. b = g x
▲❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ∀x. [b = g x] −→ b = g g b
✷✳ ∀x. [b = g x] −→ b = g f a
✸✳ ∀x. [b = g x] −→ b = g a
✹✳ ∀x. [b = g x] −→ b = g b
❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ▼▲ ✈✐s✐❜❧❡ ❝✐✲❛♣rès✳ ▲❛
q✉❛tr✐è♠❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st é❝r✐t❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ▼▲✳ ❖♥ ✓ ✈♦✐t ✔ ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t❡✉r ∀x. [b = g x] ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ✿ ✭❈♦♥st✭✏❆❧❧✑✱ ❚✮ ✩ ❆❜s✭①✱ ❚✱ ❈♦♥st✭✏❡q✑✱ ❜♦♦❧❚✮
✩ ❋r❡❡✭✏❜✑✱ ❚✮ ✩ ❋r❡❡✭✏❣✑✱ ❚ ✕❃ ❚✮✮ ✩ ❇♦✉♥❞ ✵✱ ♣✉✐s ❧❡ t❡r♠❡ g b à ✐♥st❛♥❝✐❡r ✿





✩ ❆❜s✭①✱ ❚✱ ❈♦♥st✭❵❵❡q✬✬✱ ❜♦♦❧❚✮
✩ ❋r❡❡✭❵❵❜✬✬✱ ❚✮ ✩ ❋r❡❡✭❵❵❣✬✬✱ ❚ ✲✲❃ ❚✮✮ ✩ ❇♦✉♥❞ ✵✱
❋r❡❡✭❵❵❣✬✬✱ ❚ ✲✲❃ ❚✮ ✩ ❋r❡❡✭❵❵❜✬✬✱ ❚✮✮
✳✳✳
❪
✹✳✷✳✷ ❯♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡
❯♥❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s q✉✐✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡✈❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛①✐st❡ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r✐❣✐st❡ ❞❡
✶✽
❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❞❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❡st très ❢♦✉r♥✐❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❢❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡s t❤é♦✲
rè♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t s♦✐t ❧❛✐ss❡r ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ s✬♦❝✲
❝✉♣❡r ❞❡s ❞ét❛✐❧s ✭tr♦✉✈❡r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s ✉♥✐✜❡r✮ ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛①✐st❡✮ s♦✐t t♦✉t
❡①♣❧✐❝✐t❡r ✭❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r✐❣✐st❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ rè❣❧❡ s♣❡❝ q✉✐ ❛ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿
Γ, P a ⊢ ∆
spec
Γ,∀x.P x ⊢ ∆
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❡st ∀x.x = a ⊢ b = a✱ ✐❧ s✉✣t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ s♣❡❝ ❡t ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
{〈P, λx. x = a〉, 〈y, b〉}✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ séq✉❡♥t q✉✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡
❡st Γ,∀x. [x = a] ⊢ ∆✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ Γ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
q✉❛♥t✐✜é❡s ❡t ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ é❝❤♦✉❡r❛ à ✉♥✐✜❡r ❝❡s ❧✐ttér❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡ ❜✉t✱ ❛✈❛♥t
❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❧✐ttér❛❧ ✈♦✉❧✉ ✿ ∀x. x = a✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛ ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ s♣❡❝✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ rè❣❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s
❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ∀x. [x = a] ⊢ b = a✱
♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s♣❡❝ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ▲❛ rè❣❧❡ spec
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ, b = a ⊢ ∆
spec particulier
Γ,∀x.x = a ⊢ ∆
❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐s❛♥t s♣❡❝ ♦♥ ❞ér✐✈❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ s♦✉❤❛✐té❡✳
❆♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✈♦✉❧✉ s❛♥s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ♠♦t✐❢s✳
✹✳✷✳✸ ➱♣✐❧♦❣✉❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✱ ❧❡s ♣✐st❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r✲
r❛✐❡♥t êtr❡ s✉✐✈✐❡s ✿
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
✶✳ ∀x. b = g x, g b
✷✳ ∀x. b = g x, f a
♣❛r ✿
✶✳ ∀x. b = g x, [g b, f a]
❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐r❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ▼▲ (❚❡r♠✳t❡r♠ ∗
(❚❡r♠✳t❡r♠ ❧✐st)) ❧✐st✳ ▼❛✐s ❝❡❝✐ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♣❧✐q✉é à ❢❛✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❤❛❘✲
❱❡②✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬❍❘❈❙✵✷❪✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ é♥✉♠èr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs
❞❡ ❍❡r❜r❛♥❞✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs q✉✐























tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡oo
❋✐❣✳ ✺ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❋❖▲
♣❛r ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✜♥✐ss❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ✿
a b
f a f b g c
❉❡ ♣❧✉s ✐♠❛❣✐♥♦♥s q✉✬✐❧ ❢❛✐❧❧❡ ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✓ ∀x.x = gc −→ x 6= f b ✔✳
▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ −→ ❛ ✉♥❡ ♣♦❧❛r✐té ♥é❣❛t✐✈❡ ❝❛r ❝✬❡st ✉♥❡ ❞✐s✲é❣❛❧✐té✳ ❙✐
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠ê♠❡ ❧✐ttér❛❧ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❡t ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧✐ttér❛❧ x = f b ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✭♠♦❞✉❧♦
❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✮ ❞❛♥s f a = f b ❡t f b = g c✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ q✉✬✐♥st❛♥❝✐❡r
❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❛✈❡❝ f a ♦✉ g c s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t✳
✹✳✸ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❋❖▲
❈♦♠♠❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s
♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ❡t ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳ ■❧ ❢❛✉t s♦✐t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛❘❱❡② s♦✐t ❢❛✐r❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ■s❛✲
❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ❡t ❡♥✈♦②❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à ❤❛❘❱❡② ❡♥s✉✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✲
✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ♣✉✐s
❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡s ❝❤♦✐① q✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❢❛✐r❡✳
✹✳✸✳✶ ❉✐✛ér❡♥t❡s s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥s
▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥té❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
♣ré♥❡①❡ ✿ ♦♥ ✓ ♣♦✉ss❡ ✔ t♦✉s ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✷✵
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Q1 . . . Qn. φ ♦ù ❝❤❛q✉❡ Qi ❡st s♦✐t ∀ s♦✐t ∃ ❡t ♦ù φ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♥❛ï✈❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ❞❡ s❦♦❧❡♠s ✐♥✉t✐❧❡s ♦✉ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❛r✐té tr♦♣ ❣r❛♥❞❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣ré♥❡①❡ ❞❡
∀x.
[




∀x∀y∃z∀u∃w.(P x y z ∧ Q x u w) ✭✺✮
❖♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❛♣rès s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✿
∀x∀y∀u.(P x y (f x y) ∧ Q x u (g x y u)) ✭✻✮
❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ w ❝ré❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ s❦♦❧❡♠ g ❞✬❛r✐té ✸✳
❖r ❝❡❝✐ ❡st s✉r♣r❡♥❛♥t ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✭✹✮✱ w ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ u ❡t
x✳
P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❧❛✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ♦♥t été
✐♥tr♦❞✉✐t❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❦♦❧❡♠✐sé❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❦♦✲
❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ✭✹✮ ❡st ✿
∀x.
[
(∀y.P x y (f x y)) ∧ (∀u.Q x u (g x u)
]
✭✼✮
❤❛❘❱❡② ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❛ r❡❥♦✉❡r ❞❛♥s
■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ✭✈♦✐r ❬◆♦♥✾✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣ré✲
❝✐s✐♦♥s✮ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❖❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐❢✐❝❛t❡✉r✮✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ t♦✉s ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s φ ❧✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠ ❞✐✛ér❡♥t❛✳
✭✐✮ ❖♥ ♥♦t❡ V(φ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭♥♦♥ ❧✐é❡s ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t❡✉r✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳
✭✐✐✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s φ✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠✲
♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ ❧✐❡ x ❡st ♥♦té φx✳ ❆✐♥s✐ s✐ ∃x.ψ x ❡st
✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ φ✱ φx = ∃x.ψ x✳
❛❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s❛♥s ❛♠❜✐✲
❣✉ïté ✭❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∃x.φ x ♦✉ ∀y.ψ y ét❛♥t ✉♥✐q✉❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❙❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✮✳ ▲❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ φ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∃x.ψ x ❞❛♥s φ ♣❛r ψ{x/f y1 . . . yn} ♦ù ✿
✭✐✮ f ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
✭✐✐✮ {y1, . . . , yn} = V(∃x.ψ x)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡
❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ∃x.ψ x✳
❘❡❥♦✉❡r ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❤❛❘❱❡② ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ∀❋❖▲ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✹✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❝❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡
❝❤❛♥❣❡ ♣❛s s❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✷✶
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹ ✭▲❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té✮✳ ❙♦✐t F
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t F ′ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s❦♦❧❡♠✐s❛♥t F ✳ ❆❧♦rs F ′ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❱♦✐r ❬❋♦♥✵✹❪✳ 
✹✳✸✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Γ,∃f.∀x.P x (f x) ⊢ ∆
choice
Γ,∀x.∃y.P x y ⊢ ∆
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜é❡ ❡①✐st❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉❛♥t✐✜é❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱
♠❛✐s s❡ tr♦✉✈❛♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈♦♠❜✐♥é❡
❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❧❡✈❡r t♦✉s ❧❡s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❝✐✼ ✿
Γ,∀x.P ∧ Q x (f x) ⊢ ∆
∃ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
Γ,∃f.∀x.P ∧ Q x (f x) ⊢ ∆
❝❤♦✐❝❡
Γ,∀x.∃y.P ∧ Q x y ⊢ ∆
❡①tr❛s❝♦♣❡ ∃
Γ,∀x.P ∧ ∃y.Q x y ⊢ ∆
❋✐❣✳ ✻ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ❧♦❝❛❧ ✿ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ∃
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ∀x.P x (f x) à ♣❛rt✐r ❞❡ ∀x.∃y.P x y✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❛✉tr❡ q✉❡ x ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ∃y.P xy✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✷ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ✭✈♦✐r ✹✳✸✮✳ ❊♥ ❢❛✐t ♣♦✉r s❦♦❧❡♠✐s❡r ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡
∃x.φ x ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡st {y1, . . . , yn}✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
rè❣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Γ,∀x.∀y.P x y (g x y) ⊢ ∆
∃ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
Γ,∃g.∀x.∀y.P x y (g x y) ⊢ ∆
❝❤♦✐❝❡
Γ,∀x.∃f.∀y.P x y (f y) ⊢ ∆
❝❤♦✐❝❡
Γ,∀x.∀y.∃z.P x y z ⊢ ∆
❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❤❛❘❱❡②✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ é❧✐♠✐♥❡
✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❝❤♦✐❝❡ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ s❦♦❧❡♠✐sé❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ s✐♠✉❧❡r
❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
■❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳
✼◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ∃ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r f ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♥✐ ❞❛♥s Γ✱
♥✐ ❞❛♥s ∆ ✭❡♥ ❡✛❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐❝❡ ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡✱ s❛♥s ♥♦♠✮
✷✷
P♦✉r q✉❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛✐❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♠❡ttr❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ s♦✐t ♣ré❝é❞é ♣❛r t♦✉s ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❧✐❛♥t
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s ❢♦r♠✉❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❈❡❝✐
r❡✈✐❡♥t à ♠❡ttr❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣ré♥❡①❡ ✿ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❡r❞✉✳ ✳ ✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ■s❛✲
❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤♦✐❝❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ ❧❛
♣ré❝è❞❡ ♣❛r ✉♥ miniscoping✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❛✉ss✐ ❜♦♥s✽ q✉❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳
✹✳✸✳✸ ➱♣✐❧♦❣✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡❥♦✉❡r ✉♥❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ✉♥❡
s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✽✮ ❞♦♥♥❡ ✭✾✮ ✿
∀x.P x ∧ ∀y.∃z.Q x y z ✭✽✮
∀x.P x ∧ ∀y.Q x y (f x y) ✭✾✮
❖r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❢❛st ❛rr✐✈❡ à ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿
⊢ ∀x.P x ∧ ∀y.∃z.Q x y z
❢❛st
⊢ ∀x.P x ∧ ∀y.Q x y (f x y)
❆✐♥s✐ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❤❛❘❱❡② ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
✭❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ à s❦♦❧❡♠✐s❡r ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮
à ❝❤❛q✉❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❛✈❡❝ ❢❛st✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ♣♦s❡r❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✶✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❢❛st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐♥❛tt❡♥❞✉✳
✷✳ ❙✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s très ❣r♦ss❡s ❡❧❧❡ é❝❤♦✉❡r❛✐t ❝❛r ❝❡s t❛❝t✐q✉❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❛♣té❡s✳
❖r ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♣♦✉r
❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥t❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭♣❛r ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❝❤♦✐❝❡✮ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡✳
✹✳✹ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❙❊❚
❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ♦♥ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❡①♣❧✐q✉é❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❙❊❚
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❞é❝❤❛r❣❡❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
à ❤❛❘❱❡②✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶✱ ♦♥ ✈❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❙❊❚ ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t
✽❛✉ s❡♥s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❋♦♥✵✹❪✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡


























tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡oo
❋✐❣✳ ✼ ✕ Pr♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❙❊❚
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ét✉❞✐é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❤❛❘❱❡②✳
❈❡❝✐ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❙❊❚ à ❤❛❘❱❡②✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ♥♦✉s ❛ ♣❛s s❡♠❜❧é ❛♣♣r♦♣r✐é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té✱
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿
✕ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ❤❛❘❱❡② ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱
♣❛s ✉♥ ✓ tr❛❞✉❝t❡✉r ✔ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
✕ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ∀❋❖▲ ❡t ❋❖▲✱ r❡❥♦✉❡r ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞é✜♥✐ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ✭♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳✮✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ réé❝r✐r❡
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ à
❢♦r♠❛❧✐s❡r ❡t à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
✕ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❞❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐✲
q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✱ ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛r ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ♦♥
♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rè❣❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳
✕ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❲❡❜✵✺✱ ❈❤❛✵✻❪✱ s✐♠♣❧❡
à ✐♠♣❧❛♥t❡r✱ ❡t r❡✢ét❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧✱ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❙❊❚ ❡♥ ❢♦r✲
♠✉❧❡s ❋❖▲ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❝♦♠♠❡ rés✉♠é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱
♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ❙❊❚ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣❧❛♥té ♣❛r ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
✷✹
✹✳✹✳✶ ❉✐✈✐s❡r ♣♦✉r ♠✐❡✉① ré❣♥❡r
▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❛rt ❞❡s ❛①✐♦♠❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡ α ♦♥ ❝ré❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ P αQ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ P ❡t Q✳ ◗✉✬❡♥t❡♥❞
t✬♦♥ ✐❝✐ ♣❛r ✓ ❛①✐♦♠❡s ✔ ❄ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ A ❡t s♦♥ ♣ré❞✐❝❛t ❛ss♦❝✐é Ă✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ A1, . . . , An✱ ♥♦s ❛①✐♦♠❡s s❡r♦♥t ✿
∀x. [(x ∈ A1) = Ă1 x]
✳✳✳
∀x. [(x ∈ An) = Ăn x]
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐
s♦♥t ❞❡s ❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥s ✭❝❢✳ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✸✳✸✮✳ ❆ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ {a1, . . . , an}✱ ♦♥
❛ss♦❝✐❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✿
∀x. [x ∈ {a1, . . . , an}] = (x = a1 ∨ . . . ∨ x = an)
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✐❝✐✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs =,∧,∨,−→,¬,∈,⊆ ❡t ⊂✮ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥ts ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∩,∪ ❡t \✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ ♣ré✲
s❡♥t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣ér❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣ér❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳
✹✳✹✳✷ ❈♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s
◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡✢èt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❣râ❝❡ ❛✉① t❤é♦rè♠❡s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱
♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P α Q à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Q ♦✉ α
♣❡✉t êtr❡ =,∧,∨,−→,¬,∈,⊆ ♦✉ ⊂✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s t❤é♦✲
rè♠❡s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ✭α ♣❡✉t êtr❡ =,∧,∨ ♦✉ −→✮ ✿
♦♣ér❛t❡✉r t❤é♦rè♠❡
α P ′ = P ; Q′ = Q ⊢ (P ′ α Q′) = (P α Q)
¬ P ′ = P ⊢ ¬P ′ = ¬P
∈ Ă a ⊢ a ∈ A
⊆ ∀x. P̆ x −→ Q̆ x ⊢ P ⊆ Q
⊂ (∀x. P̆ x −→ Q̆ x) ∧ (∃x. Q̆x ∧ ¬P̆ x) ⊢ P ⊂ Q
= ∀x. P̆ x = Q̆ x ⊢ A = B)
ax P ⊢ P
❉❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣r✐♠é❡s ✭r❡s♣❡❝✳ ♥♦♥ ♣r✐♠é❡s✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ ✭r❡s♣❡❝✳ ❙❊❚✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬à ❞r♦✐t❡
✷✺
❞✉ s②♠❜♦❧❡ ⊢✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞♦♥t ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❋❖▲ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❙❊❚✳ ▲❡s q✉❛tr❡s ❧✐❣♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s r❡♥✈♦②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈é✲
r✐té✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ = s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ ♥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ∧✱ ¬ ❡t ∈✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✈✐s✐❜❧❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳✷ ♣❛❣❡ ✷✻✳
❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r F ✿
❝❛s❡ F ♦❢ P ∧ Q ✿
P ′ ✿❂ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r P
Q✬ ✿❂ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ◗
r❡t✉r♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ✭∧✱ P✬✱ ◗✬✮
❝❛s❡ F ♦❢ ¬P ✿
P✬ ✿❂ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r P
r❡t✉r♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ✭¬✱ P✬✮
❝❛s❡ F ♦❢ a ∈ A ✿
❚ ✿❂ ❣❡t❴❛①✐♦♠ ❆
r❡t✉r♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ✭∈✱ ❛✱ ❚✮
❝❛s❡ F ♦❢ ❴ ✿
r❡t✉r♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ✭ax✱ F ✮
❋✐❣✳ ✽ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❙❊❚ à ❋❖▲
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ∧✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡
❣❛✉❝❤❡ P ❡t ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t Q ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ∧ Q✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ✭❝❛s❡ F ♦❢ a ∈ A✮✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉♣èr❡
❧✬❛①✐♦♠❡ ✭❣râ❝❡ à ❣❡t❴❛①✐♦♠✮ ❧✐❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ A ❡t Ă✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡
❝❛s ♣❛r ❞é❢❛✉t ✭❝❛s❡ F ♦❢ ❴✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡ t❤é♦r✐❡ ✭♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❙❊❚✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ P ∧ Q ∧
(1 + 3 < x) ✭♦ù P ❡t Q s♦♥t ❞❛♥s ❙❊❚✮ ✐❧ r❡♥✈❡rr❛ P ′ ∧ Q′ ∧ (1 + 3 < x) ✭❛✈❡❝
P ′ ❡t Q′ ❞❛♥s ❋❖▲✮ ❝❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ < s❡r❛ ❣éré ♣❛r ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❞é❢❛✉t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿
❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ✓ b ∈ {a, b, c} ∧ (1 + 3 = 5) ∧ (R ∨ ¬R) ✔ ❛♣♣❡❧❧❡ ✿
❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ✓ (R ∨ ¬R) ✔ ✿❂ (R ∨ ¬R)
❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ✓ (1 + 3 < 5) ✔ ✿❂ (1 + 3 < 5)
❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ✓ b ∈ {a, b, c} ✔ ✿❂ (b = a ∨ b = b ∨ b = c)
❊♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝ré❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✿
⊢ (b = a ∨ b = b ∨ b = c) ∧ (1 + 3 = 5) ∧ (R ∨ ¬R)
⊢ b ∈ {a, b, c} ∧ (1 + 3 = 5) ∧ (R ∨ ¬R)
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
◆♦t♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❡♥ ❜❛s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t ❡♥ ❤❛✉t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ✭♠♦✲
❞✉❧♦ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❛s
✷✻
❞❡ ♣❧✉s à ❧✬❡♥✈❡rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♠❛✐s
✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝❛ts ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
✹✳✹✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡
❆ ♥♦✉✈❡❛✉ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✭♦♣ér❛t❡✉rs ∩,∪, \, ∅ ❡t Ω✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❡t✷❢♦❧❴r✉❧❡
✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ à ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ♠❛✐s q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛✲
❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P α Q ♦ù α ♣❡✉t êtr❡ ∩,∪, \, ∅ ♦✉ Ω ❛✈❡❝ ✉♥
♣ré❞✐❝❛t✳
❱♦✐❝✐ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
♦♣ér❛t❡✉r t❤é♦rè♠❡
∩ ⊢ ∀x.Ă x ∧ B̆ x = x ∈ (A ∩B)
∪ ⊢ ∀x.Ă x ∨ B̆ x = x ∈ (A ∪B)
\ ⊢ ∀x.Ă x ∧ ¬B̆ x = x ∈ (A \B)
∅ ⊢ ∀x.⊥ = (x ∈ ∅)
Ω ⊢ ∀x.⊤ = (x ∈ Ω)
❙✐ ♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❡♥tré❡ (∅ ∪ {a, b, c}) ∩A✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✿
⊢ ∀x.
[
(⊥ ∨ (x = a ∨ x = b ∨ x = c) ∧ Ă x
]
⊢ ∀x. x ∈
(
(∅ ∪ {a, b, c}) ∩A
)
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r ❡t s❡t✷❢♦❧❴r✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❊❚ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é❣❛♥t❡ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡①❡s
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❇✳
✹✳✹✳✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✿ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ⊢ F
⊢ S
♦ù F ∈ ❋❖▲ ❡t S ∈ ❙❊❚✳ ❈❡tt❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬❈❤❛✵✻❪✳
▲❛ ré✢❡①✐♦♥ ✭♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬❍❛r✾✺❪✮ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ♦♥ ✈❛ r❡♣rés❡♥t❡r ✭r❡✢ét❡r✮ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❙❊❚ ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s S✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡✐❢② ✿ ❙❊❚ −→ S✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ré❝✉rs✐✈❡ ❡t s✉✐✈r❛ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❙❊❚✳ ❊♥s✉✐t❡
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à S ✭❣râ❝❡ à
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡t✷❢♦❧✮✳ ❙♦✐t (|.|) ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❍❖▲✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ [[.]] : S −→ {⊤,⊥}✱ ❛✉tr❡♠❡♥t
❞✐t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s S ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ✿
∀S. [[set2fol(S)]] = [[S]] ✭✶✵✮
✷✼
❉és♦r♠❛✐s✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❊❚ S′✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ F ✱
❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ F ⊢ S′ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ r❡✐❢② à S′ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t S ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à S✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡
[[S]] = (|S′|)✳
✷✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s❡t✷❢♦❧ à S ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❋❖▲✳
❊♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✵✱ ♦♥ ❛ [[F ]] = [[S]]✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡
❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ✿ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ s♦✐t
❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s❡t✷❢♦❧ ✭✈♦✐r ❬◆❇❙✵✻❪ ♣♦✉r
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✮✳
P❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ♦♥ ♦❜t✐❡♥t [[F ]] = (|S′|)✳
✹✳✹✳✺ ❈♦♠♣❛r❛t✐❢
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✭❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✈✐❞❡❴❛♥❞❴❝♦♥q✉❡r q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
✐❝✐ ▲❈❋ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s t❛❝t✐q✉❡s ❡t ❧❛ ré✢❡①✐♦♥✮ ✐♠♣❧❛♥té❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s t❡sté ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❊❚ −→ ❋❖▲ ♣r❡♥❛✐t✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✳
▲❡s t❡sts ♦♥t été ❢❛✐ts s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s♦✉s ▲✐♥✉①✱ ❞♦té❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❝❛✲
❞❡♥❝é à ✶✱✻ ●❤③✳ ❯♥ ✓ ① ✔ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❝❤♦✉❡✳
t❡st ♥➦ t❛✐❧❧❡ ▲❈❋ ré✢❡①✐♦♥
✶ ✸✹✵✶ ✷✱✶✸ ✵✱✼✷
✷ ✸✾✵✽ ✶✺✱✻✾ ✶✱✺✻
✸ ✼✵✼✶ ✹✱✶✶ ✷✱✵✽
✹ ✹✻✵✸ ✹✱✵✶ ✷✱✹✵
✺ ✺✾✵✻ ✺✾✱✶✷ ✷✱✽✺
✻ ✼✸✽✽ ① ✶✱✵✷
✼ ✶✷✻✻✻ ✻✺✱✸✵ ✻✱✾✾
✽ ✶✶✼✷✷ ✼✱✹✹ ✷✱✽✺
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❡st ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ▲❈❋✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛ss❡③ s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ❝❛r ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❬❈❤❛✵✻❪✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✉r ❧❡s t❡sts ✺ ❡t ✼✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▲❈❋ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❧❡♥t❡
q✉❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛✈❡❝
✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❡t ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✹✳✹✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♣ré❝✐sé q✉❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡
ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❈❡s t❡sts ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳
❊♥ ❡①tr❛②❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥
❛✉r❛ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✾✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡①❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❇✳
✾➱✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡①tr❛❝t❡✉r ❞❡ ❝♦❞❡✳ ✳ ✳
✷✽
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥✲
tr❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✉❣♠❡♥té❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✬✉♥ ❤❛✉t ❞❡❣ré ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝❛r t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❝❡rt✐✜é❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞✬■s❛✲
❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡
♣❛s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❡①♣r❡ss✐❢s✱ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐s✲
t❡♥t✐❡❧✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣✉✐s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛✲
❧✐té ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✐✈❡rs❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ♠✐s❡
❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ét✉❞✐é✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ ét❛✐t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛❞❛♣té❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à r❡❥♦✉❡r ✉♥❡ s❦♦❧❡♠✐s❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦✉✈❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t t♦✉t❡ ét❛♣❡ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡
s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐r✐❣✐st❡✱ ♦ù ❛✉❝✉♥ ❞ét❛✐❧ ♥✬❡st ❧❛✐ssé ❛✉ ♣r♦✉✈❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐❢
❛ été ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞ès q✉✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣❛r❛îtr❛✱ ❧❛ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ é❝❤♦✉❡r❛✳
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✉✈❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❡st ✉♥❡ ✐❞é❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❞❛♥s ✉♥
tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❤❛❧❡✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❡♥❝♦❞❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ très ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✐♥st❛♥✲
❝✐❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ t②♣❡ ▼▲ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s très ❝♦♥séq✉❡♥ts✳ ❊♥✈✐✲
r♦♥ ✽✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s ▼▲ ♦♥t été é❝r✐t❡s ♣♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡①✐st❛♥t ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛ été
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré ❡t s✐♠♣❧✐✜é✳ ❊♥✜♥✱ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ s✬ét❡♥❞r❛✐t
❛✐sé♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦r✐❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳
✷✾
❆ ❆♥♥❡①❡s
❆✳✶ Pr❡✉✈❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❥❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳
Pr♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ∩,∪, \
❡t {. . .} t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✭❝✬❡st à
❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx. P (x) ❛✈❡❝ P ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s✮✳ ❋❛✐s♦♥s ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
✭✐✮ ❙♦✐t E ∈ E ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t a1, . . . , an ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E✱ {a1, . . . , an}✱ ∅ ♦✉ Ω✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ t❡r♠✐♥❡
s✉r ✿
✭❛✮ E −→ λx. E(x)
✭❜✮ {a1, . . . , an} −→ λx. (x = a1 ∨ · · · ∨ x = an)
✭❝✮ ∅ −→ λx.⊥
✭❞✮ Ω −→ λx.⊤
❖♥ ❛ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❡t q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳
✭✐✐✮ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E αF ✭♦ù α ♣❡✉t êtr❡ ∩,∪
♦✉ \✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡t
F t❡r♠✐♥❡♥t s✉r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λy. E(y) ❡t λz. F (z) ❛✈❡❝ E ❡t
F ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ✭♦♥ ♥♦t❡ <→β ❝❡tt❡ ét❛♣❡✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❛
réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ∩ F ✿
✭❛✮ E ∩ F −→
(





λPQ. λx. P (x) ∧Q(x)
)
(λy. E(y), λz. F (z))
<β λx. (λy. E(y))(x) ∧ (λz. F (z))(x)
<β λx. E(x) ∧ F (x)
q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❝❛r E ❡t F ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ✭✐❞❡♠ ♣♦✉r
∪ ❡t \✮✳
Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛♣rès ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿
✭✐✮ ❙♦✐❡♥t v ∈ V;E,F ∈ E ✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ v ∈
E,E ⊆ F,E ⊂ F ✱ ♦✉ E = F ✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛
β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿











✭❜✮ E ⊆ F −→ (λPQ. ∀x.
[




















E(x) ⇒ F (x)
]


















E(x) = F (x)]
■
❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭✐❞❡♠
♣♦✉r ⊂✮✳
✭✐✐✮ ❙♦✐❡♥t E ❡t F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
v ∈ E,E ⊆ F,E ⊂ F ✱ ♦✉ E = F ✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❛✉♣❛r❛✲
✈❛♥t✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ❡t F t❡r♠✐♥❡ s✉r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λy.E(y)
❡t λz.F (z)✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ♦ù E ❡t F s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ 
❆✳✷ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❆✳✶ ✭❚❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✮✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞é❥à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ✿
✭✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ a ❡st t(a) ❂ ✶✳
✭✐✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ f(t1, . . . , tn) ✭♦ù t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮ ❡st t(a) =
t(t1) + · · · + t(tn) + 1✳
✭✐✐✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t P (t1, . . . , tn) ✭♦ù t1, . . . , tn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮✱ t(P ) =
t(t1) + · · · + t(tn) + 1✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ♥♦té❡ t(φ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ¬P ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à t(P ) + 1✳
✭✐✐✮ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ P αQ ✭♦ù α ❡st ∧,∨ ♦✉ −→✮ ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡
à t(P ) + t(Q) + 1✳
✭✐✐✐✮ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ∀x.φ ♦✉ ∃x.φ ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à t(φ) + 2✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❆✳✷ ✭❚❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ E ♥♦té❡ t(E) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮ ❙✐ E ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭E ∈ E✮✱ t(E) = 1✳
✭✐✐✮ ❙✐ E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E1 αE2 ✭♦ù α ♣❡✉t✲êtr❡ ∩,∪ ♦✉ \✮✱ s❛ t❛✐❧❧❡
❡st é❣❛❧❡ à t(E1) + t(E2) + 1✳
✭✐✐✐✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a1, . . . , an} ✭♦ù a1, . . . , an s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮ ❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡
à t(a1) + · · · + t(an) + 1✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❆✳✸ ✭❚❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡✮✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ M ♥♦té❡
t(M) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx. M ❡st é❣❛❧❡ à t(M) + 2✳
✭✐✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (λx.M)N ❡st é❣❛❧❡ à t(M) + t(N) + 3✳
❙✐ M ❡st λ✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.N ✱ ♦♥ ♥♦t❡ o(M) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞❡ x ❞❛♥s N ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ o(λx.y) = 0, o(λx.x ∨ x) = 2✳
❙✐ M ❡st λ✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.N ✱ ♦♥ ♥♦t❡ t∗(M) ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ N ✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ t∗(λx.y) = 1, t∗(λx.x ∨ x) = 3✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣rès β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
■■
❊♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ét✉❞✐❡
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✭v ∈ E✱ E ⊆ F ✱ E ⊂ F ✱ E = F ✮
❙♦✐t e ∈ E ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t a1, . . . , an ❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ e✱ {a1, . . . , an}✱ ∅ ♦✉ Ω✳ ➱t✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❛♥s ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ♥♦té E′ ✿
✭❛✮ E = e −→ E′ = λx. E(x) ❛✈❡❝ t(E) = 1✱ t∗(E′) = 2✱ o(E′) = 1✳
✭❜✮ E = {a1, . . . , an} −→ E′ = λx. (x = a1 ∨ · · · ∨ x = an) ❛✈❡❝ t(E) =
t(a1) + · · · + t(an) + 1✱ t∗(E′) = 3 ∗ n+ t(a1) + · · · + t(an)✱ o(E′) = n✳
✭❝✮ E = ∅ −→ E′ = λx.⊥ ❛✈❡❝ t(E) = 1✱ t∗(E′) = 1✱ o(E′) = 0✳
✭❞✮ E = Ω −→ E′ = λx.⊤ ❛✈❡❝ t(E) = 1✱ t∗(E′) = 1✱ o(E′) = 0✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s {a1, . . . , an}
❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s t(E′) − t∗(E) = 3 ∗ n− 1✳ ✭✶✮
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E α F ✭♦ù α ♣❡✉t êtr❡ ∩,∪
♦✉ \✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ E ❡t F t❡r♠✐♥❡♥t s✉r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λy. E(y) ❡t λz. F (z) ❛✈❡❝ E
❡t F ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ✭♦♥ ♥♦t❡ <→β ❝❡tt❡ ét❛♣❡✮✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès réé❝r✐t✉r❡ ❡t β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ E ∩ F ✿
E ∩ F −→
(





λPQ. λx. P (x) ∧Q(x)
)
(λy. E(y), λz. F (z))
<β λx. (λy. E(y))(x) ∧ (λz. F (z))(x)
✐❝✐ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (λy. E(y))(x) ✭r❡s♣❡❝✳ (λz. F (z))(x)✮ ❛❜♦✉t✐t à
E(x) q✉✐ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ t∗(E) ✭r❡s♣❡❝✳ t∗(F )✮✳
<β E
′ = λx. E(x) ∧ F (x)
❛✈❡❝ t(E ∩ F ) = t(E) + t(F ) + 1
t(E′) = t∗(E) + t∗(F ) + 3
❡t o(E′) = o(E) + o(F )✳
❉❡ ♠ê♠❡ ✿
E ∪ F −→ E′ ♦ù t(E ∪ F ) = t(E) + t(F ) + 1
t(E′) = t∗(E) + t∗(F ) + 3
❡t o(E′) = o(E) + o(F )✳
❡t
E \ F −→ E′ ♦ù t(E \ F ) = t(E) + t(F ) + 1
t(E′) = t∗(E) + t∗(F ) + 4
❡t o(E′) = o(E) + o(F )✳ ✭✷✮
❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱ ♦♥ ❛ o(E′) q✉✐ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
E \F ✭❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡ t(E′)− t(E αF ) = t∗(E) + t∗(F ) + 4 ✭♦ù α
❡st ∪,∩ ♦✉ \✮✮✳ ●râ❝❡ à ✭✶✮✱ ♦♥ s❛✐t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r t(E′)−t(EαF )✱
✐❧ ❢❛✉t q✉❡ E ❡t F s♦✐❡♥t ❞❡s é♥✉♠ér❛t✐♦♥s ✭❝❛r ✐❧ ❢❛✉t ♠❛①✐♠✐s❡r t(E′) q✉✐ ❡st
é❣❛❧ à t∗(E) + t∗(F )✮✳ ✭✸✮
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {a1, . . . , an} ❡t
F s♦✐t {b1, . . . , bm} ✭♦ù a1, . . . , an, b1, . . . , bm s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮✳ ◆♦t♦♥s E′ ❧❡
λ✲t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ E \ F ✱ ♦♥ ❛ ✿
■■■
t(E \ F ) = t(E) + t(F ) + 1
= t(a1) + · · · + t(an) + 1 + t(b1) + · · · + t(bm) + 1 + 1
❖r✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
t(E′) = t∗(E) + t∗(F ) + 4
= 3 ∗ n+ t(a1) + · · · + t(an) + 3 ∗m+ t(b1) + · · · + t(bm) + 4
❞♦♥❝ t(E′) − t(E \ F ) = 3 ∗ n + 3 ∗m + 1 ❡t o(E′) = m + n✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥
♠❛①✐♠✐s❡ o(E′) ❡t t(E′)✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ λx.E′(x)✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ x ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s E′(x) ✭✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ ♥♦♠❜r❡ o(λx.E′(x)) ❞❡ ❢♦✐s✮ ❝❛r ❝❡❧❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
v ∈ E ❞♦♥♥❡ ✿
v ∈ E −→ (λxP. P (x))(v, λx.E′(x))
◗✉❛♥❞ ♦♥ β✲ré❞✉✐t x✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ♦❝❝✉r❡♥❝❡s ♣❛r v✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ v ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉é✳
<β E
′(v)✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ v ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s
é❣❛❧ à o(λx. E′(x))✳
❙✐ E ❡st ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✭❡t ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝❛r ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐
❣é♥èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❡♥ ✭✸✮✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ E′(v)
❛ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à o(E) ∗ (t(v) + 2)✳ ✭✹✮
❙♦✐❡♥t E ❡t F ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
s♦♥t v ∈ E✱ E ⊆ F ✱ E ⊂ F ❡t E = F ✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ v ∈ E ❡st ❝❡❧❧❡ ♦ù ♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ v ✈❛ êtr❡
❞✉♣❧✐q✉é ✭♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r
o(.) s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v s♦✐t ❞❡ t❛✐❧❧❡ k✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❡♥ ✭✸✮ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E′ t❡r♠✐♥❡ s✉r ❧❛ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù E′ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ E \ F ❛✈❡❝ E ❡t F ❞❡s é♥✉♠ér❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ {a1, . . . , an} ❡t
{b1, . . . , bm} ✭♦ù a1, . . . , an, b1, . . . , bm s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✮✮✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs t(v ∈ E′) =
t(a1)+ · · ·+ t(an)+ t(b1)+ · · ·+ t(bm)+k+1✳ ❉❡ ♣❧✉s ❣râ❝❡ à ✭✹✮✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ v ∈ E′ ✜♥✐t s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ é❣❛❧❡ à (n+m) ∗ (k+2)
✭❝❛r ❣râ❝❡ à ✭✷✮ ♦♥ s❛✐t q✉❡ v ❛♣♣❛r❛ît o(E′) = n+m ❢♦✐s✮✳
Pr❡♥♦♥s t(a1) + · · · + t(an) + t(b1) + · · · + t(bn) = n+m = n/2 ❡t k ❂ n/2✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n+3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (n/2 + n/2) ∗ (n/2 + 2) = n ∗ (n/2 + 2)✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à n2✱ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ♣✉✐s ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❡♥tré❡✳
❊♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r E ⊆ F ✱ E ⊂ F ❡t E = F ✱
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té s✉r ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ O(n)✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✣r♠❡r
q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❙❊❚ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ♣r♦❞✉✐t
✉♥ ❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à n2 ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✳
■❱
❇ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✈❡❝ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ✭❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ✿ Pr♦♦❢ ●❡♥❡r❛❧✱ ✈♦✐r ❬❆s♣✵✵❪✮ ❡t ❧❡s t❛❝t✐q✉❡s
q✉❡ ❥✬❛✐ é❝r✐t❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❛♣♣❧② ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠✲
♠❛♥❞❡ ❜② ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱
♦♥ ✈♦✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❙❊❚ ✈❡rs ❋❖▲ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦✉s✲❜✉t✳
❊♥s✉✐t❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ r✈❴❢♦❧ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤❛❘❱❡② ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋❖▲ ❝♦♥❝❧✉t
❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❝❛r
❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❡
q✉❛tr✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✭q✉✐




❧❡♠♠❛ ✏((X ∩ Y ) = ∅) −→ ((X \ Y ) = X)✑
❛♣♣❧② s❡t✷❢♦❧
✶ s✉❜❣♦❛❧ ✿
✶✳ ✏(∀x.(P x ∧ Q x) = ⊥) −→ (∀x.(P x ∧ ¬Q x) = P x)✑
❜② r✈❴❢♦❧
❧❡♠♠❛ ✏((∅ ⊆ {a, b}) ∨ ({a} ⊆ {a, b, c})) ∧ (a 6= b ∨ f a = b ∨ g b 6= f a ∨ ((∃x.b 6= g x)))
∧ (P x ∨ ¬P x ∨ Q x ∨ (R y −→ S))✑
❛♣♣❧② s❡t✷❢♦❧❴r❡✢❡①
✶ s✉❜❣♦❛❧ ✿
✶✳ ✏((∀x. ⊥−→ x = a ∨ x = b ∨ ⊥)
∨ (∀x.x = a ∨ ⊥−→ x = a ∨ x = b ∨ x = c ∨ ⊥))
∧ (a 6= b ∨ f a = b ∨ g b 6= f a ∨ (∃x.b 6= g x)) ∧ (P x ∨ ¬P x ∨ Q x ∨ (R y −→ S))✑
❜② r✈❴❢♦❧
❧❡♠♠❛ ✏(D ∩B) ∪ (C ∩D) ∪ (B ∩ C) = (B ∪ C) ∩ (C ∪D) ∩ (D ∪B)✑
❛♣♣❧② s❡t✷❢♦❧
✶ s✉❜❣♦❛❧ ✿
✶✳ ✏∀x.((Q x ∧ Px ∨R x ∧Q x) ∨ Px ∧R x) =
(((Px ∨R x) ∧ (R x ∨Q x)) ∧ (Q x ∨ Px))✑
❜② r✈❴❢♦❧
❧❡♠♠❛ ✏(∀x.P x = (¬I x)) −→ ({x.P x} ∩ {x.I x} = ∅)✑
❛♣♣❧② s❡t✷❢♦❧
✶ s✉❜❣♦❛❧ ✿





❬❆s♣✵✵❪ ❉✳ ❆s♣✐♥❛❧❧✱ ✓ Pr♦♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ✿ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ t♦♦❧ ❢♦r ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ✔✱ ❞❛♥s ❚❆❈❆❙ ✬✵✵ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
♦❢ ❙②st❡♠s✱ ♣✳ ✸✽✕✹✷✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✱ ✷✵✵✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❬❈❤❛✵✻❪ ❆✳ ❈❤❛✐❡❜✱ ✓ ▼❡❝❤❛♥✐③❡❞ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r r❡❛❧✲
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ✔✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✲
✈❡rs✐tät ▼ü♥❝❤❡♥✱ ✷✵✵✻✳
❬❋▼▼+✵✻❪ P✳ ❋♦♥t❛✐♥❡✱ ❏✳✲❨✳ ▼❛r✐♦♥✱ ❙✳ ▼❡r③✱ ▲✳ P✳ ◆✐❡t♦ ❡t ❆✳ ❚✐✉✱
✓ ❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✰ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✰ s♦✉♥❞♥❡ss ✿ ❚♦✇❛r❞s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❙▼❚ s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ✔✱ ❞❛♥s ❍✳ ❍❡r♠❛♥♥s
❡t ❏✳ P❛❧s❜❡r❣✱ é❞✐t❡✉rs✱ ✶✷t❤ ■♥t❧✳ ❈♦♥❢✳ ❚♦♦❧s ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
❢♦r t❤❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙②st❡♠s ✭❚❆❈❆❙ ✷✵✵✻✮✱ ✈♦❧✳
✸✾✷✵ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✮✱ ♣✳ ✶✻✼✕✶✽✶✱ ❱✐❡♥♥❛✱
❆✉str✐❛✱ ✷✵✵✻✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❬❋♦♥✵✹❪ P✳ ❋♦♥t❛✐♥❡✱ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s②st❡♠s ✇✐t❤
✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ■♥st✐t✉t ▼♦♥t❡✜♦r❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡
▲✐è❣❡✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✳
❬●▲✵✶❪ ❏✳ ●♦✉❜❛✉❧t✲▲❛rr❡❝q✱ ▲♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ✷✵✵✶✳
❬❍❛r✾✺❪ ❏✳ ❍❛rr✐s♦♥✳ ✓ ▼❡t❛t❤❡♦r② ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ ✿ ❆
s✉r✈❡② ❛♥❞ ❝r✐t✐q✉❡ ✔✱ ✶✾✾✺✳
❬❍❘❈❙✵✷❪ ❏✳ ❍♦♦❦❡r✱ ●✳ ❘❛❣♦✱ ❱✳ ❈❤❛♥❞r✉ ❡t ❆✳ ❙❤r✐✈❛st❛✈❛✳ ✓ P❛rt✐❛❧
✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✜rst ♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✔✱ ✷✵✵✷✳
❬❍✉r✾✾❪ ❏✳ ❍✉r❞✱ ✓ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❣❛♥❞❛❧❢ ❛♥❞ ❍❖▲ ✔✱ ❞❛♥s ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣
✐♥ ❍✐❣❤❡r ❖r❞❡r ▲♦❣✐❝s✱ ♣✳ ✸✶✶✕✸✷✷✱ ✶✾✾✾✳
❬▼◗Pss❪ ❏✳ ▼❡♥❣✱ ❈✳ ◗✉✐❣❧❡② ❡t ▲✳ ❈✳ P❛✉❧s♦♥✱ ✓ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ✿ ❋✐rst ♣r♦t♦t②♣❡ ✔✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥
♣r❡ss✳
❬◆❇❍✵✵❪ ❍✳ ❞❡ ◆✐✈❡❧❧❡✱ ▼✳ ❇❡③❡♠ ❡t ❉✳ ❍❡♥❞r✐❦s✱ ✓ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦♦❢
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r② ✉s✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✔✱ ❞❛♥s ❉✳ ▼❝❆❧❧❡s✲
t❡r✱ é❞✐t❡✉r✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❈❆❉❊✲✶✼✮✱ ✈♦❧✳ ✶✽✸✶ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s
✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✮✱ ♣✳ ✶✹✽✕✶✻✸✱ ❈❛r♥❡❣✐❡ ▼❡❧❧♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
P✐tts❜✉r❣❤✱ P❆✱ ❯❙❆✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✵✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❬◆❇❙✵✻❪ ❚✳◆✐♣❦♦✇✱ ●✳ ❇❛✉❡r ❡t P✳ ❙❝❤✉❧t③✱ ✓ ❋❧②s♣❡❝❦ ■ ✿ ❚❛♠❡ ❣r❛♣❤s ✔✱
❞❛♥s ❯✳ ❋✉r❜❛❝❤ ❡t ◆✳ ❙❤❛♥❦❛r✱ é❞✐t❡✉rs✱ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣
✭■❏❈❆❘ ✷✵✵✻✮✱ ✷✵✵✻✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳
❬◆♦♥✾✻❪ ❆✳ ◆♦♥♥❡♥❣❛rt✳ ✓ ❙tr♦♥❣ s❦♦❧❡♠✐③❛t✐♦♥ ✔✱ ✶✾✾✻✳
❬◆P❲✵✷❪ ❚✳ ◆✐♣❦♦✇✱ ▲✳ P❛✉❧s♦♥ ❡t ▼✳ ❲❡♥③❡❧✱ ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✳ ❆ Pr♦♦❢
❆ss✐st❛♥t ❢♦r ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ▲♦❣✐❝✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✷✳
❬❖❘❙✾✷❪ ❙✳ ❖✇r❡✱ ❏✳ ▼✳ ❘✉s❤❜②✱ ❡t ◆✳ ❙❤❛♥❦❛r✱ ✓ P❱❙ ✿ ❆ ♣r♦t♦t②♣❡
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✔✱ ❞❛♥s ❉✳ ❑❛♣✉r✱ é❞✐t❡✉r✱ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✭❈❆❉❊✮✱ ✈♦❧✳ ✻✵✼ ✭❝♦❧❧✳ ▲❡❝t✉r❡
◆♦t❡s ✐♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✮✱ ♣✳ ✼✹✽✕✼✺✷✱ ❙❛r❛t♦❣❛✱ ◆❨✱ ❥✉♥ ✶✾✾✷✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳
❱■
❬❘❚✵✺❪ ❙✳ ❘❛♥✐s❡ ❡t ❈✳ ❚✐♥❡❧❧✐✱ ✓ ❚❤❡ s♠t✲❧✐❜ st❛♥❞❛r❞ ✿ ❱❡rs✐♦♥ ✶✳✶ ✔✳
❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✷✵✵✺✳
❬❚❤❡✵✺❪ ❚❤❡ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❡❛♠✱ ✓ ❚❤❡ ❝♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❛♥✉❛❧ ✈✽✳✵ ✔✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦ ✷✺✺✱ ■◆❘■❆✱ ❋r❛♥❝❡✱ ♠❛rs
✷✵✵✺✳
❬❲❡❜✵✺❪ ❚✳ ❲❡❜❡r✱ ✓ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛ ❙❆❚ s♦❧✈❡r ✇✐t❤ ❛♥ ▲❈❋✲st②❧❡ t❤❡♦r❡♠
♣r♦✈❡r ✔✱ ❞❛♥s ❆✳ ❆r♠❛♥❞♦ ❡t ❆✳ ❈✐♠❛tt✐✱ é❞✐t❡✉rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢
P❉P❆❘✬✵✺ ✕ ❚❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr❛❣♠❛t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts
♦❢ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❯❑✱
❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✺✳
❱■■
